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論文内容要旨
 不定方程式論は数学の中でも最も長い歴史をもつ分野のひとつである。近年,代数幾何学の発展に伴
 い,この分野は有限次代数体上定義された代数多様体上の有理点を求めるという問題として系統的に扱
 うことができるようになり,著しい進歩が得られている。
 κを有限次代数体,すなわち有理数体曼の有限次拡大体とする。V/κを非特異な射影多様体とし,V
 上のκ一有理点全体のなす集合をV(κ)で表す。雑な言い方をすると,Vとはんの元を係数とするη+!
 変数の斉次多項式∫、_,∫,のことであり,このときV(κ)とはん上のη次元射影空間における連立方程式
 五二...=∫,=0の解に他ならない:
 V(κ)={1論,...,κ,,1∈Pη(κ);∫1(κf),_,xη)=_=∫,(κo,...,x,,)=0}.
 ここでト,_,・1は斉次座標を表す。集合V(κ)を記述することが不定方程式論における最も基本的な問
 題である。
 与えられたκとVに対し,集合V(κ)に関して次のような問題が考えられる:
 (i)Vはん一有理点をもつか?
 (ii)V(κ)は有限集合か?
 (iii)v(κ)が無限であるとして,その「大きさ」はどの位か?
 集合V(κ)の「大きさ」を測るために,「高さ」と呼ばれる函数を用いて有理点の分布を調べるという方
 法がある。一般に,DをVの因子とするとき,∂に付随する(絶対的かつ対数的な)高さと呼ばれるV(κ)
 上の実数値函数ん.が有界函数の差を除いて一意的に定まる。もし因子Dが豊富ならば,各実数丁に対し
 て,高さがTを超えないようなV(κ)の点は有限個になる。その個数を数え上げる函数
 !V(V(κ),んDlT)=井lP∈V(κ)1んD(P)≦T}
 のTを大きくしたときの漸近的な挙動がここで言う「有理点の分布」である。本論文ではアーベル多様
 体から得られる或る種の代数曲面に対して問題(im,より正確にはアーベル曲面(またはそのブローアッ
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 プ)の有限群による商多様体として得られる代数曲面である超楕円曲面(第2章)とKummer曲面(第3章)
 上の有理点の分布を研究した。第1章はそのための準備である。
 或る種の多様体Vに対しては,上で述べた数え上げ函数の漸近的な挙動を調べることにより,有理点
 の集合V(κ)に関する重要な情報を得ることができる。例えば,Vが射影空間の場合には,数え」二げ函
 数は指数函数的に発散し,主要項の係数は体κの数論的な不変量を使って具体的に表せる(Schanue1によ
 る)。一方,Vがアーベル多様体の場合には,数え上げ函数は多項式函数的に発散し,主要項の係数はκ一
 有理点のなす群(Mordell-Weil群)の数論的な不変量を使って具体的に表せる(N6ronによる)。このような
 ことが成り立つ理由として,射影空間やアーベル多様体が強い対称性をもっていることが挙げられる。
 対称性をもたない一般の代数多様体に対して類似の公式を導くのは易しくない。
 本論文の第2章では超楕円曲面上の有理点を研究した。超楕円曲面3は直積型のアーベル曲面ハを或
 る有限群で割って得られ,自然な射影A-Sは不分岐になる。S上のκ一有理点は,それを被覆している
 アーベル曲面A上のκ一有理点とAの有限個のツイスト上のκ一有理点とを用いて具体的に表すことがで
 きる。そこに高さ函数の理論を適用することにより,アーベル多様体に対してN6ronが示した漸近公式
 とほぼ同様のものが超楕円曲面に対しても得られることがわかる。これが第2章の主結果である。なお,
 この章の結果の殆んどは森田康夫氏との共同研究による。
 さて,1990年にBatyrevとManinは代数多様体上の有理点分布と多様体の幾何学的な不変量とを関連
 づける或る予想(Batyrev-Manin予想)を提出した。現在のところ,曲線や他のいくつかの多様体について
 はこの予想が正しいということが知られているが,曲線に対するBatyrev-Manin予想が既に証明された
 Morde11予想(Mordell-Faltingsの定理)を含むということからもこの予想の深さが伺える。小平次元が0の
 曲面の場合,K3曲面とEnriques曲面以外の極小曲面に対してはBatyrev-Manin予想が正しいことがわか
 っており,また,紹曲面に対して予想が成り立てばEnriques曲面に対してもそれが正しいことが知られ
 ている。
 本論文の第3章では,K3曲面の一種であるKummer曲面上の有理点を研究した。Kummer曲面Sはア
 ー ベル曲面Aを2等分点でブローアップしたものλを或る対合で割って得られ,自然な射影オ→Sはブ
 ローアップに伴う例外曲線上で分岐している。超楕円曲面のときと同様に,3上のκ一有理点は,アーベ
 ル曲面A上の船有理点と湾の2次ツイスト上の船有理点とを用いて表すことができるが,今度は無限
 個のツイストが必要になり,その表示からKummer曲面上の有理点分布を調べることはできない。そこ
 で,第3章では,或る種のKummer曲面上の種数0の曲線の無限族Lを考え,それらの曲線の上にある
 ような有理点の分布を上と下から評価する公式を導いた。その結果,曲線族しの上にあるような有理点
 の殆んどは「次数」の低い有限個の曲線上にあることがわかる。また,それらの公式とBatyrev-Manin予
 想との整合性を確認した。この計算により,紹曲面上の有理点の分布は他の既に研究されている多様体
 上のそれとは著しく異なることが明らかになった。例えば,K3曲面上の有理点の数え上げ函数に対して
 は,Schanue1やN6ronが示したような漸近公式を期待することはできないことがわかる。なお,以上の
 計算が意味をもつためには,曲線族しの上にあるような有理点がS上の有理点全体の中で多くの場所を
 占めていなければならない。また,曲線の無限族が構成できないようなKummer曲面に対しては上で述
 べた方法は無力である。第3章の最後では,これらの問題を考察し,関連して生じる問題や今後の課題
 を述べた。
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 論文審査の結果の要旨
 与えられた代数多様体上に有理点が存在するか否か,また存在するときにはどれ位たくさん存在する
 かを研究することは,数学において最も重要な研究課題の一つである。有理点が存在するか否かの判定
 は,Hilbertの第10問題と密接に関係し,一般の場合に判定するのは不可能だと思われている。また有理
 点が存在する場合には,高さ関数が無限大になるときに,それ以下の高さを持つ有理点の個数がどれ位
 たくさん存在するかが問題となる。これに関しては,「このような点の個数は,与えられた代数多様体の
 持つ幾何学的不変量により上から抑えられるだろう」と言うV.V.BatyrevとYu.1.Maninの予想があるが,
 この予想を解くのは非常に難しく,極く限られた場合しか解かれていない。佐藤篤はBa[yrevとManinの
 予想を,アーベル多様体の商として得られる超アーベル曲面とクンマー曲面の場合に研究した。
 超アーベル曲面はアーベル曲面を不分岐被覆として持つ。そこで佐藤は森田康夫と協力して,アーベ
 ル多様体上の有理点分布の問題に帰着することにより,この場合のBatyrevとManinの予想を証明した。
 さてクンマー曲面の場合には,有理点をたくさん持つ有理曲線や楕円曲線がその.一ヒに無限に存在する。
 そのため,クンマー曲面の上の有理点分布を研究することは,アーベル曲面や超アーベル曲面に比べは
 るかに難しい。
 佐藤篤は,クンマー曲面の中では最も難しい楕円曲線の直積の商となるクンマー曲面について,その
 上に有理曲線がどれだけたくさん存在するかを調べ,さらにそれら有理曲線の上にある有理点の分布を
 詳しく調べ,この分布がBatyrevとManinの予想に従っていることを証明した。
 佐藤のこの研究は,代数多様体上の有理点の分布の研究に新しい知見をもたらすものであり,自立し
 て研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示している。よって佐藤篤提出の本論
 文は,博士(理学)の論文として合格と認める。
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